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TD corrige : Fonctions complexes 


Exercice 0.1 


Determinate developpement en serie de Laurent de la fonction f(z) = 

3 5 

1. Dans la couronne D = {z £ C : ~ <\ z \< -}, autour de 0 


(1 + z)(3 + z ) 


2. Dans la couronne D = {z £ C : 0 <| z + 1 |< 1}, autour de 0 et —1. 

Solution 0.1 


1. Le developpement en serie de Laurent de la fonction f(z) = 


On a pour tout z G C\{— 3, — 1} f(z) = - ( 


1 / 1 


1 


(1 + z)(3 + z) 


■ 1 T z 3 T z * 

La fonction f est holomorphe dans D et sur sa frontiere, car les singularites —3 et — 1. Done f 
admet un developpement en serie de Laurent centre a Lorigine zq = 0. 

3 , 1 . 

Pour - < z on a - < 1 et done 
2 2 


1 


1 1 


1 g (-1) ? 


1 + z z'l + l/z z z 

5 z 

Pour | z \< - on a \ z |< 3 et done \ - |< 1 et done 
z o 


+ 00 

E 


(-i) 


n— 1 


i 


i i 


+oo 


3 + z 3 1 + z/3 
Alors dans la couronne D on a 

+OO 

(1 + z)(3 + z) 2 


B - D ’ 


3 n+i- 


/(*) = 


1 / (~!) 

7 r 


i-l +°° 

o 


3 n+1 
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2. Le developpement en serie de Laurent autour de — 1 de la fonction f(z) 
le disque epointe D = {z G C : 0 <| z + 1 |< 1}. On a pour tout z G D 

+oo 


1 1 


1 


3 + z 2'l + (l + z)/2 


0 


D’oii 


m = 


1 


+oo 


(1 + z)(3 + z) 


B- 1 )' 


+ 1 ) 


n— 1 


2 n+i 


Exercice 0.2 


Trouver les residus des fonctions suivantes a leurs poles. 

„2 


/l(*0 = 
2- h(z) = 


z 


(z — 2)(z 2 + 1) ' 

1 


z(z + 2) 3 ’ 


3 - fs(z) = 


z.e 


zt 


z- 3) 2 ' 
4. / 4 (z) = cot(z). 


(1 + z)(3 + z) 


dans 


Solution 0.2 


1. Les poles de la fonction fi(z) = 
done: 


(z-2)(z 2 + l) 


sont. 2 ,%, et sont simples. Les residus sont 


Res{f i,2) = lim(z - 2)./i(z) = - 

z >2 0 


Res(fi,i ) = lim(z - i).fi(z) = 


1 - 2z 


Res(fi,i) = lim (z + i).fi(z) = 


10 

1 + 2* 

10 


2. Les poles de la fonction f 2 (z) = 
3. Done 


z(z + 2) 3 


sont z = 0 un pole simple et z = —2 un pole d’ordre 


Res{f 2 , 2) = limz./ 2 (z) = - 

z^O 8 

- Res(h,i) = lim 14_( 2 + 2f.h(z) = lim = -g. 

3. Les poles de la fonction f 2 (z) = — — oV ., sont z =° un pole simple et z = — 2 un pole d’ordre 


3. Done 


z(z + 2) 3 


1 


Res(f 2 , 2) = lim z.f 2 (z) = - 

z — >0 8 

Res{f 2 ,i ) = lim + 2) 3 ./ 2 (z) = lim — = 

2:^2 z! az z 2:^2 8 

Res(f,i) = lim (z + i).f(z) = 1^^. 

Z — > — i 1U 
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z.e 


zt 


4. Le pole de la fonction f 3 (z) = rw est z = 3 c’est un pole d’ordre 3. Done 

z — 3) 2 

Res(f 3 , 3) = Hm (2 - 3 )./ 3 0) = ^ j^{z - 3 ) 3 -f 3 (z) = 1™ (e zt + zte zt ^j = e 3t + 3te 

5. Les poles de la fonction (z) = cot(z) sont z = kn, ils sont simples. Done 

Res(fi,3) = lim (z — kTr).fRz) = lim lim cos(z) = (— 1) 2A = 1 

z— >/c7r z^kn Slll(zj z— >/c7r 

(z-kir) k (z-kir) k 

car . , s = (—l) k ^~ — - et cos(kir) = (— l) fc 


.3 1 


sin(z) 


sin(z — kir) 


Exercice 0.3 

Trouver les residus des fonctions suivantes a leurs poles, 
i f ( \ z 2 -2z 

!■ fi(z) = 


(z + l) 2 (z 2 + 4)' 


2 . f 2 (z) = ^ n . 

sin (z) 


Solution 0.3 


1. La fonctionfi possede un pole double en z = —1 et deux poles simples en z = —2 i et z = 2 i. 
(a) Le residu en z = — 1 est 


Res(fi,-l) = 


r 1 d 

lim,^_i — — 


1 d 

= 2 — 1 i\dz 


1 \dz L 


(*+l) 2 -/i(*) 


(z 2 - 2z)(z 2 + 4) -2z(z z -2z) 


(z 2 + 4) 2 


(b) Le residu en z = 2i est 

Res(fi,2i) = lim (z-2i).fi(z) 

z— >2i . 


14 

' 25 


= lim 
z— >2i . 


(z — 2 i). 
-4-4 i 


z 2 -2z 


(z + l) 2 (z 2 — 2i)(z 2 + 2z) J 


4i(2i + lf 
7 + i 


(c) Le residu en z = —2 i est 

Res(fi,-2i) = lim (z + 2i).fi(z) 

z— >2i . 


25 


= lim 

z— >2i 


(z + 2 i) . 


z 2 -2z 


-4 + 4 i 


(z 2 -2i)(z 2 + 2i)l 


-4i(-2i + 


25 


2 . 

3. La fonctionf2 possede des poles double en z = kir oil k £ Z 
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(a) Premiere methode. Le residu de f 2 en z = kir est 


Res(f 2 , - 1) = 


lim 

z — >— i l! dz . 


= lim ■ 

Z—>k,7T 


(z - kirf.f^z) 

(z — kir) 2 sin ( 2 ) + 2 sin(z)(z — kn) — 2(z — kir) 2 cos(z) 


sin 3 (it) 


On posant u = z — kir la limite peut etre ecrite sous la forme 

u+ k n \u 2 sin(it) + 2usin(u) — 2u 2 cos (u) 


Res(f 12 , — 1) = lim e 

u — >0 


= e 


e kn < 
kn lim 


sin 3 (it) 

u 2 sin(it) + 2 u sin(it) — 2it 2 cos(it) 


lim . 

sin(z) ,) 

' u 2 sin(u) + 2it sin(it) — 2 u 2 cos (u) 


u —> 0 l 

e kn lim 

u—>0 


ir 


■ u 2 sin(it) + 2itsin(it) — 2 u 2 cos (it) 

it 3 


sin(it) J 


} 


k-rr i- W 

car e lim 


= 1 . 


u^o sin(it) 3 

En utilisant plusieurs fois la regie de L’Hopital on obtient 


kn 


Res(fi 2 ,kir) = e 

(b) deuxieme methode. On peut utiliser le developpement en series de Laurent. En effet en 
posant u = z — kir on aura 


e z = e u_ e kn = e kn 


E 

n= 0 


n\ 


et 


sm(ix) = 5^(-l) ? 


2n+l 


n=0 


(2n + 1)! 


done 


- efa l^ + ; + 6 + 3 + "' 


1 1 5 it 


sin 2 (j 2 :) 


Le residu est le coefficient de — = — e’est done e k7T . 

z — kir it 
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Exercice 0.4 

Calculer les integrates suivantes. 

„2 


1. 


Z 


Ic - 2)(* 2 + 1 ) 


« M = 2 


dz, oil C est la courbe fermee deinie par 


(b) \z\ = 10 


Ic z(z + 2) 3 
(a) \z\ = 1 


dz, oil C est la courbe fermee deinie par 

| (b) \z\ = 3 


z.e 


zt 


3. / rrr dz, oil C est la courbe fermee deinie par \z\ = 4 

Jc z ~ 3) 2 


Solution 0.4 


On rappelle le theoreme des residus: 

Theoreme 0.0.1 

Soit f une fonction analytique a l’interieur et a la frontiere d’une courbe fermee C sauf en un 
nombre n fini de points a^, k = 1,2 L’integrale complexe de f sur la courbe C est 

„ k=n 


f{z)dz = 2iir. ^ Res(f,a k ) 


k = 1 


1. Les poles de la fonction fi(z) = 


(z — 2)(z 2 + 1) 


sont 2 ,i, —i et sont simples. Les residus sont : 


Res(f i,2) = Res(fi,i) = , Res(fi, - i) = 1 + 2? . 

5 10 10 

1 — 2 i 1 + 2 i 

(a) Seuls les points — — — et — — — sont a l’interieur de la courbe defhiie par C 


Done 


10 10 

/" (1 — 2i 1 + 2i\ 2iir 

y c /( 2 )d,=2„.(— + — ) = - 


' 2 ' 


(b) Pour la courbe C : \z\ = 10, les trois points sont a l’interieur, done 


^ f(z)d ■ 


,4 l-2z l + 2i\ 

z = 2in.\- + — + — )=2iir 


2. Les poles de la fonction f 2 (z) = 


z 


z(z + 2) 2 


sont z = 0 et z = — 2 et les residus en ces points sont 


Res(f 2 , 0) = ^ et Res(f 2 , - 2) = -J 
oil C est la courbe fermee deinie par 
(a) Pour la courbe C : \z\ = 1, le seul point a l’interieur est 0 et done 
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[ c h(z)dz = 2in± = ™ 


(b) Pour la courbe C : |z| = 3, ies deux points sont a l’interieur done 

'1 1 ' 

f 2 {z)dz = ‘2iir. ( 

/c 

n zt 


f 2 (z)dz = 2*7r.^ - = ° 


Z .6 

3. Le pole de la fonction f:$(z) = est z = 3 e’est un pole d’ordre 3 et son residu en ce poit 


est 


z - 3) 2 

Res(f 3 ,3) = e 3t + 3te 3 *. 


Done Pour la courbe C : I z\ = 4 


Ic 


z = 2iir.e 3t + 3 te 3t 


car le point est a l’interieur de la courbe. 


Exercice 0.5 


On note C le cercle unite et soit f line fonction holomorphe dans un ouvert U contenant le disque 

WJj- 

f j~ (z') 

1. Exprimer en fonction des valeurs de f et f , I = / \2 + z -\ — ) - — -dz. 


zJ z 


r 2ir 


2. En deduire la valeur de I = / f (e lt ) cos 2 (t/ 2) dt. 

Jo 


Solution 0.5 


1 . On a, d ’a pres les formules de Cauchy, 


m 


f(z)dz+ [ ^-dz = 2z?r(2/(0) + 0 + /'(0)). 

Jc z 


I = 2 I^ + , 

Jc z JC JC 

2. D’ autre part, on parametre le cercle unite par V application t — > e lt . On trouve 


1 = (2 + e lt + e~ u )if(e u )dt = 4i. / f(e lt ) cos 2 (t/2)dt. 

Jo Jo 


On en deduit 


r 2ir 


f(e it )cos 2 (t/2)dt=^(2.f(0) + f'(0)) 
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Exercice 0.6 

Soit F r le contour defini par le segment [— R,R] et le demi-cercle situee dans le demi-plan superieur 
de diametre le segment [—R,R], avec R > 1. 

f e iz 

1. Calculer Ir = R dz . 

Jr R 1 + 


r*+oo 


2. En deduire 


cos(x) 
1 + x 2 


7 r 
e 


Solution 0.6 


1. On a 


u 


z 2 + 1 2 i\z — i z + i 


D’apres la formule de Cauchy, on a 


-/ = — 
7 r R 2in 


e , / e 

: dz — 


r R z ~ l 


ITr Z + i 


-dz 


On a done Ir= 

e 


e 1 indr R (i) — e.Indr R (—i) 
e~ l x 1 — e x 0 = e _1 . 

7 r 


Autre method. Soit g\ et g 2 les fonctions dehnies par: gi(z) = 
D’apres la formule integrale de Cauchy, on a: 


z — 1 


et g 2 {z) = 


/ — — dz = 2 z 7 t.< 7 i(z)) = 2in.e 1 et / 

Jr R z-i Jr 


VpZ + l 


-dz = 0. 


It u i R 

La deuxieme integrale est nulle car la fonction est holomorphe sur le demi-disque superieur dont 
la frontiere est la courbe d’integration. 

2. On decompose Tr en le segment [— R,R] et le demi-cercle Cr. On a 


rR 


/r D 1 + z 2 


dz = 


cos(x) + isin(x) 
1 + x 2 


rR 


dx = 


cos(x) 

l-R 1+X 2 


dx. 


- R - • ~ J-R 1 1 - x J—R 

car la seconde integrale est nulle par imparite. De plus, pour z G 7 r, on a Tm(z) > Oet done 
\e lz \ < 1. De plus, pour ces memes z, on a \z 2 + 1| > R 2 — 1. On en deduit 

1 


'7 R 


1 + Z 2 


rdz 


< 27 t.R x 


R 2 - 1 


On fait tendre R vers +00 et on trouve 


lim 

R^+oo 


1R 


1 + Z 2 


zdz = 0 


Puisque 


rR 


Ir = 


'1R 


1 + z‘ 


:dz + 


cos(x) 
-r! + x 2 


dx, 


le resultat demande est immediat en utilisant la premiere question et en faisant tendre R vers 
+00. Remarquons (et e’est peut-etre par la qu’il fallait commencer!) que 

f +oc cos(x) 


1 + x 2 


zdx 
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a bien un sens, car la fonction a l’interieur de l’integrale est dominee par l/x2. 


Exercice 0.7 

Montrer que l’integrale 


sm(x) , 

. „ r^dx 

x(x 2 + l) 2 

a un sens et calculer sa valeur a l’aide des residus. (consider er la fonction f(z ) 



z(z 2 + l) 2 


; 


Solution 0.7 

V integrate propose a un sens. En effet, la fonction a integrer est continue sur ] 0, + oof, elle est 
integrable en 0 car 


et elle est integrable en oo car 


sin(x) 

lim — — ^ ~ = 1 
x^o x(x 2 + l) 2 

sin(x) „ / 1 


= 0 


x(x 2 + l ) 2 V.T 5 / 

lorsque x tend vers +oo. Puisque la fonction a integrer est paire 

s'm(x) 


^ Z'+OO 

I= 2 L x(x 2 + l) 2 


dx. 


Considerons la fonction 


m = 


z(z 2 + l) 2 ’ 

Elle possede un pole simple en z = 0 et deux poles doubles enz = iet z = —i et elle est holomorphe 
ailleurs. 

Soit 1’ integrate 


e gix rR ^ix r ^ iz r ^iz 

> x(x 2 + l) 2<iX + J e x(x 2 + l) 2dX + Jc+ z(z 2 + l) 2dz + Jc- z(z 2 + l) 2dz - 

En integrant sur le contour pour R s u ffisamm ent grand et e sufHsamment petit. 
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le theoreme des residus montre que 


J = 2iir.Res(f,i) 

Comme z = i est un pole double de f alors 


Res(f,i ) 


l i m 

z — >i dz 


(r~ p 2 e " ^ 

_ 1; _ d t 

/ e lz \ 

V ( ~ j z(z 2 + 1) 2 J 

hs 

It 

H « 
1 

V z(z + i) 2 / 


1 1 m ■ — 

um *-* dz 


ie iz (z+i) 2 -e iz (z+i) 2 +2ze iz ( z+i ) ^ 

z 2 (z+i) 4 / 4 e ' 


D’apres le lemme des grandes encoches, on a 
car 


lim / 

R^+oo J c + 


z(z 2 + l ) 2 


dz 


0. 


lim — — — r 

z->+oo ( Z 2 + l ) 2 

avec Re(z ) > 0. 

Et d’apres le lemme des petites encoches, on aussi 


= 0 


lim / , 0 — 

e J cr z ( z + !) 


dz = —in. 


car 


lim — r - 7 T 

z—>0 ( z 2 + l) 2 


= 1. 


En rassemblant ces resultats, on trouve 


1 

2 



sin(x) 

x(x 2 + l)2 dX 



D’oii la valeur de l’integrale cherchee 
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sin(x) 

x(x 2 + l)2 dZ 



3 

4e 


) 
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